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اصلاح شده براي برنامه هاي  Polak-Ribere-Polyak یک الگوریتم شیب مزدوج
 محدب غیر صاف

 

 
 

 چکیده
، یکی از محبوب ترین روش ها براي حل مسائل بهینه سازي نامحدود صاف، به دلیل (CG)ج روش گرادیان مزدو

 .سادگی و نیاز به حافظه کم آن است

اینجا عمدتا به حل مسائل بهینه سازي صاف محدود شده است. هدف این  ، تاCG با این حال، استفاده از روش هاي
نوع مزدوج کارآمد براي حل مسائل بهینه سازي غیر صاف است. با استفاده از رویکرد -مقاله، ارائه روش هاي شیب

-Polak(صاف)  و یک تکنیک جستجو خط غیر صاف، ما یک الگوریتم گرادیان مزدوج  Yosida-مقررات مورو

Ribière-پولیاك (PRP)  .اصلاح شده براي حل یک مشکل حداقل سازي محدب نامحدود غیرصاف ارائه کردیم
روش جستجو، ویژگی نزول کافی را برآورده می کند و به یک ) 1الگوریتم ما داراي سه ویژگی مطلوب است. (
گرادیان استفاده می کند، بلکه  روش جستجو، نه تنها از اطلاعات) 2منطقه اعتماد به صورت خودکار تعلق دارد؛ (

به خوبی شناخته  PRP الگوریتم، یک ویژگی مهم از روش) 3همچنین از اطلاعات مقدار تابع نیز استفاده می کند؛ و (
شده را بهمراه دارد: گرایش به سمت شیب دار ترین جهت نزولی است، اگر یک گام کوچک به دور از راه حل ایجاد 

کند. تحت شرایط استاندارد، ما نشان دادیم که الگوریتم لی از مراحل کوچک جلوگیري میشود، که از رخ دادن توا
بصورت کلی به یک راه حل بهینه همگرا است. آزمایش عددي نشان می دهد که الگوریتم ما براي حل مسائل بهینه 

 . سازي محدب نامحدود غیر صاف مقیاس بزرگ موثر و مناسب است

 
 مقدمه

 :زي محدب نامحدود زیر را در نظر بگیریدمساله بهینه سا

 
𝑓𝑓که در آن  ∶  ℜ𝑛𝑛 ⟶ ℜ یک تابع محدب غیر صاف محمتل است. در موارد خاص زمانی که f   مشتقپیوسته 

پذیر است، این مسئله بهینه سازي به خوبی براي چندین دهه مورد مطالعه قرار گرفته است. به طور خاص، روش 
به نیوتن دو روش عمده محبوب براي حل مسائل بهینه سازي نامحدود محدب و روش ش (CG) گرادیان مزدوج
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روش شبه نیوتن شامل محاسبه / تقریبی از ماتریس هشین از تابع هدف است و اغلب داراي همگرایی  .صاف هستند
اي حل رسریع است. از سوي دیگر، روش گرادیان مزدوج تنها از اطلاعات دسته اول استفاده می کند و بنابراین ب

-مسائل بهینه سازي در مقیاس بزرگ مناسب است. در حال حاضر، بسیاري از فرمول هاي گرادیان مزدوج خوب
به طور خاص، روش گرادیان مزدوج به اصطلاح  ).[10-1]شناخته شده اي وجود دارند (براي مثال، نگاه کنید به 

گرفته و به طور کلی معتقد به داشتن یکی از  شده است به خوبی مورد مطالعه قرار (PRP) پولیاك-ریبري-پولاك
کارآمد ترین روش هاي گرادیان مزدوج است. با این حال، استفاده از روش هاي گرادیان مزدوج تاکنون عمدتا به 

 .حل مسائل بهینه سازي صاف محدود شده است

-اف مقیاسبهینه سازي محدب غیر ص به تازگی، بسیاري از برنامه هاي پیشرفته بهینه سازي براي نیاز به مطالعه مساله
بزرگ نامیده می شود. به عنوان یک مثال توضیحی، اجازه دهید مساله بازسازي تصویر ناشی در پردازش تصویر را 
در نظر بگیریم. مساله بازسازي تصویر، جهت بازسازي یک تصویر از یک صحنه ناشناخته بدست آمده از یک تصویر 

نقش مهمی را در علوم پزشکی، مهندسی زیستی و زمینه هاي دیگري از علوم و مهندسی  مشاهده شده است. این مساله،
 :]. رایج ترین تصویر الگوي تنزل می تواند توسط سیستم زیر نشان داده شود13-11ایفا می کند [

 

 
∋ ηکه در آن   ℝ𝑚𝑚  ،نشان دهنده نویز A یک ماتریس n × m  ،مبهم استx ∈  ℝ𝑛𝑛  وb ∈  ℝ𝑚𝑚  به ترتیب

معمولا ناشناخته است، یک راه براي حل آن، حل مسئله بهینه  η تصاویر مشاهده شده و اصلی هستند. همانطور که
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥∈ℝ𝑛𝑛 سازي مربع  ∥ 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝑏𝑏 است. حل این مساله به تنهایی یک راه حل رضایت بخش را ارائه نمی 2∥

داقل مربع ح عات بسیار حساس است. براي غلبه بر این، مسالهدهد، چونکه سیستم به سر و صدا و عدم وجود اطلا
 :تنظیم شده زیر اغلب استفاده می شود

 

 
شاخص تنظیم است که مبادله بین اصطلاح داده هاي مناسب و اصطلاح  λ یک عملگر خطی است، D که در آن

. ∥,تنظیم را کنترل می کند و ∥1  𝑙𝑙1معمول است. همانطور که  𝑙𝑙1 عمول غیر صاف است، مساله بالا یک مسئله م
 .بهینه سازي محدب غیر صاف است و معمولا مقیاس بزرگ است

است. با  (P) هدف از این مقاله ارائه روش هاي نوع گرادیان مزدوج کارآمد براي حل مساله بهینه سازي غیر صاف
ر صاف، ما یک الگوریتم گرادیان صاف) و یک تکنیک جستجو خط غی( Yosida-استفاده از رویکرد تنظیم مورو

 .براي حل یک مساله حداقل سازي محدب نامحدود غیر صاف را ارائه کردیم PRP مزدوج
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ند کجهت جستجو، ویژگی به اندازه کافی تنزلی را برآورده می) 1الگوریتم ما داراي سه ویژگی مورد نظر زیر است. (
جهت جستجو، استفاده از نه تنها اطلاعات گرادیان را ) 2( و متعلق به یک منطقه اعتماد به صورت خودکار است؛

به خوبی  PRP این الگوریتم، یک ویژگی مهم از روش) 3ممکن می سازد بلکه از اطلاعات تابع نیز بهره می برد؛ و (
 :شناخته شده را بهمراه دارد

ایجاد شود، که از رخ  گرایش به سمت شدیدترین جهت تنزل می چرخد، اگر یک گام کوچک به دور از راه حل
 .کنددادن توالی مراحل کوچک جلوگیري می

، ما به طور خلاصه برخی از نتایج اساسی در تجزیه و تحلیل محدب و تجزیه 2این مقاله به شرح زیر است. در بخش  
ائه اصلاح شده را ار PRP ، ما الگوریتم جدید گرادیان مزدوج3و تحلیل غیر صاف را بررسی می کنیم. در بخش 

، ما برخی از ضمیمه هاي مشابه 5، ما همگرایی کلی روش ارائه شده را اثبات می کنیم. در بخش 4می کنیم. در بخش 
، ما نتایج 6را مورد بحث قرار می دهیم و سه فرمول گرادیان مزدوج اصلاح شده دیگر را ارائه می کنیم. در بخش 

قایسه براي روش هاي موجود براي هر دو مقیاس کوچک و عددي را براي الگوریتم مان گزارش می کنیم و چند م
بزرگ مسائل بهینه سازي محدب غیر صاف ارائه می کنیم. در نهایت، ما مقاله مان را نتیجه گیري می کنیم و برخی 

. ∥ذکر می کنیم. سراسر این مقاله، بدون مشخصات،  7از موضوعات تحقیقاتی ممکن در آینده را در بخش  نشان  ∥
 .بردارها یا ماتریس هاي اقلیدس معمول است دهنده

 
 عناصر تجزیه و تحلیل محدب و تجزیه و تحلیل غیر صاف .2

در این بخش، ما برخی از حقایق و نتایج اساسی در تجزیه و تحلیل محدب و تجزیه و تحلیل غیر صاف را بررسی می 
𝑓𝑓کنیم. اجازه دهید  ∶  ℜ𝑛𝑛 ⟶ ℜ اجازه دهید  .صاف) یک تابع محدب باشد (احتمالا غیر𝑓𝑓 ∶  ℜ𝑛𝑛 ⟶ ℜ ،

 توسط f تعریف شده از Yosida-تنظیم به اصطلاح  مورو
 

 
 

. ∥یک شاخص مثبت و  λباشد که در آن   اقلیدس معمول را نشان می دهد. اجازه دهید ∥

 
 

 براي هر θ از آنجا کهبه خوبی تعریف شده و منحصر به فرد است،  p(x)، آنگاه. دهد و نشان می

x  ثابت بشدت محدب است. 
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  را می توان بصورت  F، (2.1) با معادله
 

 
  .بیان کرد

به صورت   Yosida-تنظیم مورو F نشان می دهیم. برخی از خواص مهم و مفید تابع g را توسط F در ادامه، ما شیب
 .زیر تعیین شده است

 مقدار محدود، محدب، و در همه جا مشتق پذیر است با F تابع )1(

 
𝑔𝑔لاوه بر این، ترسیم شیب ع  ∶  ℜ𝑛𝑛 ⟶ ℜ بصورت کلی Lipschitz مستمر با مدول λ ،است، یعنی 

 
 
)2(  x ، 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥∈ℝ𝑛𝑛𝑓𝑓(𝑥𝑥) را حل می کند، اگر و تنها اگر∇𝐹𝐹(𝑥𝑥) =  F(x). واضح است که p(x)=x، یعنی 0

حداقل کننده p(x) ت آورد. با این حال، بدس argminz∈ℜ𝑛𝑛𝜃𝜃(𝑧𝑧)را می توان از طریق راه حل بهینه  g(x)و 

𝜃𝜃(𝑧𝑧) حل دقیق دشوار یا حتی غیر ممکن است. بنابراین، در محاسبات واقعی، به جاي محاسبه مقدار دقیق ،p(x)، 
F(x) و g(x)  ما اغلب از برخی تقریب هاي متناسب استفاده می کنیم. در واقع، براي هر𝑥𝑥 ∈ ℜ𝑛𝑛 و هر ε>0 در ،

𝑝𝑝𝛼𝛼(x,𝜀𝜀)اینجا یک بردار   ∈ ℜ𝑛𝑛 وجود دارد بطوري که 

 
 

بترتیب  g(x) و F(x)براي تعریف تقریب هاي  𝑝𝑝𝛼𝛼(x,𝜀𝜀)کوچک است، ما می توانیم از  ε بنابراین، هنگامی که 
 :بشرح زیر استفاده کنیم

 

 و

 
غیر قابل مشتق پذیر را می  براي یک تابع محدب 𝑝𝑝𝛼𝛼(x,𝜀𝜀)برخی از الگوریتم هاي قابل پیاده سازي براي محاسبه 

  [15]. به شرح زیر ارائه شده است 𝑔𝑔𝛼𝛼(x,𝜀𝜀)و  𝐹𝐹𝛼𝛼(x,𝜀𝜀)] یافت. یک ویژگی قابل توجه 14توان در [

بترتیب توسط   𝑔𝑔𝛼𝛼(x,𝜀𝜀)و  𝐹𝐹𝛼𝛼(x,𝜀𝜀)) باشد و 2.4یک بردار برآورده کننده ( 𝑝𝑝𝛼𝛼(x,𝜀𝜀)اجازه دهید  .2.1تناسب 
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 .عریف شده اند) ت2,6) و (2,5(

 سپس ما داریم
 

 
 و

 
 ε را محاسبه کنیم. با انتخاب پارامتر 𝑔𝑔𝛼𝛼(x,𝜀𝜀)و  𝐹𝐹𝛼𝛼(x,𝜀𝜀)تناسب فوق نشان می دهد که ما می توانیم تقریب هاي 

 .نزدیک باشند  g(x)و F(x)ممکن است به صورت خودسرانه به   𝑔𝑔𝛼𝛼(x,𝜀𝜀)و  𝐹𝐹𝛼𝛼(x,𝜀𝜀)به اندازه کافی کوچک 
 ).[16] ارائه شده است (براي مثال، نگاه کنید به (P) اساس این ویژگی ها، الگوریتم هاي بسیاري براي حل مسالهبر 

در نظر گرفته  (P) ] می تواند به عنوان یک روش نوع گرادیان براي حل مساله17الگوریتم نقطه نزدیک کلاسیک [
موثر  x در یک نقطه معین ∇ F(x)و شیب آن   F(x)ع شود و ثابت شود که در برخورد با مشکل ارزیابی مقدار تاب

] یک گام رو به جلو بسیار بزرگ را در بهینه سازي غیر 24] و ولف [23لمارکال [ ).[22-18] می باشد (نگاه کنید به
محدب و غیر محدب را مدیریت کند. علاوه بر این، کیویل  F صاف بوسیله مفهوم دسته آغاز کردند، که می تواند

به تازگی،  .)[26] یک متغیر دسته را ارائه کرد، که نزدیک به روش تکرار اعتماد دسته است (نگاه کنید به] 25[
Haarala  و همکاران، یک روش دسته حافظه محدود جدید را براي مسائل بهینه سازي غیر صاف مقیاس بزرگ

 .] مراجعه کند30-28ممکن است به [ شخص مراجع دیگر روش هاي دسته، براي]. 27پیشنهاد کردند [
 
  اصلاح شده براي مساله غیر صاف PRP روش .3

اصلاح شده را براي حل مسئله بهینه سازي محدب غیر صاف  PRP در این بخش، ما روش هاي گرادیان مزدوج
از  یک تابع محدب است. ایده اصلی ما امکان استفاده f معرفی می کنیم، که در آن 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥∈ℝ𝑛𝑛𝑓𝑓(𝑥𝑥)نامحدود 

 براي صاف کردن تابع و همچنین دو روش شتاب به تازگی معرفی شده در اصلاح روش هاي  Yosida-تنظیم مورو

CG است. براي این کار، ما نخست دو روش شتاب براي اصلاح روش هاي CG  در حل یک مسئله بهینه سازي
 .صاف معرفی می کنیم

 با اعمال شرط تنزل کافی CG روش اصلاح شده .3.1

 معروف است با PRP صاف است، جهت جستجو روش هاي گرادیان مزدوج f یاد بیاورید که وقتی تابعبه 

 
 تعیین می شود
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ممکن نیست بصورت کلی  PRP . به طور کلی، روشکه در آن 
  وجود دارد به طوري که r>0 همگرا باشد زمانیکه آن شرط به اصطلاح کافی زیر را برآورده نمی کند: در اینجا

 
جه داشته باشید که شرط تنزل به اندازه کافی معمولا نقش مهمی را در تجزیه و تحلیل همگرا کلی روش هاي تو

گرادیان مزدوج بازي می کند، و همچنین بسیاري از نویسندگان اشاره کردند که شرط تنزل به اندازه کافی ممکن 
حاصل شدن از این که جهت جستجو این  ]. به منظور اطمینان34-31بسیار مهم باشد [ CG است براي روش هاي

] و غیره)، که در آن ژانگ و همکاران 41-35اند ([اصلاح شده ارائه شده CG ویژگی را دارد، بسیاري از روش هاي
  سه دوره اي را ارائه کردند که در آن جهت جستجو توسط PRP ] یک روش41[
 

 
 k ایید کرد که براي همهگام اندازه است. می توان تتعریف شده است، که در آن 

استاندارد را اگر جستجوي خط دقیق استفاده شود، کاهش می دهد؛  PRP . این روش، روشها 
 .] به دست آمده است41در [ Armijo همگرایی کلی اش با جستجو خط نوع

 
 با ترکیب اطلاعات مقدار تابع CG روش اصلاح شده .3.2
 

اصلاح شده مان ادامه دهیم، اجازه دهید تکنیک تسریع دوم در اصلاح روش  PRP قبل از اینکه ما به الگوریتم
] استفاده شده است، را معرفی کنیم. به یاد بیاورید که روش موثر دیگر 42گرادیان مزدوج که توسط نویسندگان در [

𝑥𝑥𝑘𝑘 ،𝑥𝑥𝑘𝑘+1براي حل یک مسئله بهینه سازي صاف، روش وتري شبه نیوتن است که در آن تکرار  = 𝑥𝑥𝑘𝑘 −

𝐵𝐵𝑘𝑘−1∇𝑓𝑓𝑘𝑘  را برآورده می کند، که در آن𝐵𝐵𝑘𝑘که یک تقریب هسی از ، f  در𝑥𝑥𝑘𝑘   است. توالی ماتریس{𝐵𝐵𝑘𝑘}  معادله
 :کندمتقاطع زیر را برآورده می

 
 ) بهره برداري شده است، در حالی که3,3است. بدیهی است، تنها اطلاعات گرادیان در ( که در آن 

مقادیر تابع در دسترس، در نظر گرفته نشده اند. از این رو، روش هاي استفاده کننده از مقادیر گرادیان و همچنین 
مقادیر تابع توسط چندین محقق مطالعه شده است. یک تلاش قابل توجه که معادله قاطع معمول را با استفاده از هر دو 

، که در آن معادله )[43] طر وي و همکارانش است (نگاه کنید بهمقادیر تابع و مقادیر شیب اصلاح کرده است، بخا
 توسط قاطع
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 تعریف شده است

) 3,4یک ویژگی قابل توجه از این معادله قاطع (. که در آن 
به روز شود، سپس تساوي  BFGS توسط فرمول روش 𝐵𝐵𝑘𝑘+1دو بار پیوسته مشتق پذیر باشد و  f این است که اگر

 زیر
 

 
ها برقرار است. علاوه بر این، این ویژگی مستقل از هر فرض تحدب در تابع هدف است. مزیت نظري k براي همه

 .) را می توان از قضیه زیر دید3,4معادله جدید شبه نیوتن (

∥به اندازه کافی صاف است و  f فرض کنید که تابع .([43]) 3.1قضیه  𝑠𝑠𝑘𝑘 به اندازه کافی کوچک است، پس  ∥
 ما داریم

 

 
 و

 
  و در  f را نشان می دهد، تانسور در  f ماتریس هسی که در آن 

 
 

 .) دارد3,3) رابطه تقریبی بهتري نسبت به (3,4نتیجه بالا نشان می دهد که معادله جدید شبه نیوتن (

سیله وبر اساس این معادله جدید شبه نیوتن، روش هاي مختلف کارآمد جدیدي از گرادیان مزدوج پیشنهاد شدند و ب
 .] و غیره)47-44به بهبود عددي منجر شده اند (نگاه کنید به [ ∗𝑦𝑦𝑘𝑘با  𝑦𝑦𝑘𝑘جایگزین کردن 

سه  PRP )، ما اکنون یک روش3,4) و معادله شبه نیوتن جدید (3,2سه دوره اي ( PRP تحریک بوسیله فرمول
 .ی کنیمدوره اي اصلاح شده را براي حل یک مسئله بهینه سازي غیر صاف ارائه م

 
  جدید براي یک برنامه محدب غیر صاف PRP روش .3.3

𝑔𝑔𝛼𝛼(𝑥𝑥𝑘𝑘به یاد بیاورید که  , 𝜀𝜀𝑘𝑘) یک تقریب از شیب F  در𝑥𝑥𝑘𝑘 تنظیم مورو( است-Yosida از تابع هدف f.( 

𝑔𝑔𝛼𝛼(𝑥𝑥𝑘𝑘بترتیب با  𝑦𝑦𝑘𝑘و 𝑓𝑓𝑘𝑘∇با جایگزین کردن  , 𝜀𝜀𝑘𝑘)  و𝑦𝑦𝑘𝑘∗ در فرمول PRP ) ما اکنون یک 3,2سه دوره اي ،(
 :بشرح زیر ارائه می کنیم (P) اصلاح شده را براي حل PRP فرمول گرادیان مزدوج
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𝑐𝑐مین، k جهت تحقیق در 𝑑𝑑𝑘𝑘، که در آن  > 0 

  یک ثابت است، و

 
 

) با 3,2سه دوره اي ( PRP در مخرج فرمول شایان ذکر است که اصطلاح سنجش 
جدیدمان سازگار شده است. این اصلاح جهت  PRP دیان مزدوجدر فرمول گرا 

نشان دادن اینکه همه جهت هاي جستجو در یک منطقه اعتماد به طور خودکار باقی خواهد ماند، به ما کمک خواهد 
 .را ببینید) 3,1کرد (گزاره 

 .اصلاح شده به شرح زیر بیان شده است PRP این الگوریتم از روش گرادیان مزدوج

  .الگوریتم گرادیان مزدوج غیر یکنواخت .1وریتم الگ
 و  . انتخاب کنید 0گام 

ℰ ∈  .k=0 اجازه دهید (0,1)
 .بروید 2را برآورده کند، سپس متوقف شود. در غیر این صورت، به گام  شرط خاتمه  𝑥𝑥𝑘𝑘. اگر 1گام 

 را بوسیله جستجو خط نوع 𝛼𝛼𝑘𝑘م را انتخاب کنید، و اندازه گا برآورده کننده  ℰ𝑘𝑘+1. یک کمیت 2گام 

 :غیر یکنواخت زیر، محاسبه کنید Armijoنوع

 
 

  که در آن

 .بروید 4، سپس متوقف شود. در غیر این صورت، به گام . اجازه دهید 3گام 

 :را با استفاده از فرمول زیر بروز رسانی کنید 𝑗𝑗𝑘𝑘. 4گام 

 
 .) محاسبه کنید3,8را توسط ( 𝑑𝑑𝑘𝑘+1. جهت جستجو 5گام 

 .برگردید 1و به مرحله  K: = K + 1 . اجازه دهید6گام 

، یک ترکیب 𝐽𝐽𝑘𝑘+1] تحریک شده است. دیدن اینکه 48) توسط ژانگ و هاگر [3,9روش جستجو خط (. 1تبصره 
یک ترکیب محدب از  𝐽𝐽𝑘𝑘، متعاقب آن است، دشوار می باشد. با توجه به  و  𝐽𝐽𝑘𝑘محدب 
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، آنگاه ρ = 0 کند. اگر، درجه غیر یکنواختی را کنترل میρ است. انتخاب ابع مقادیر ت
𝐽𝐽𝑘𝑘، آنگاه ρ = 1 معمول است. اگر Armijo جستجو خط، جستجو خط یکنواخت = 𝐶𝐶𝑘𝑘که در آن ، 

 
 .مقدار میانگین تابع است 

 CG کند و جهت جستجويرآورده میما، خاصیت تنزل به اندازه کافی را ب CG گزاره زیر نشان می دهد که روش

 .متناظر، متعلق به یک منطقه اعتماد به صورت خودکار است

  ، ما داریمk ∈ N ∪ {0} (ویژگی تنزل کافی). براي تمام 3,1گزاره 
 

  
  و 

 
 

، k ≥ 1 ) به وضوح برقرار می شود. براي3,12) و (3,11. بنابراین، (، ما داریم k = 0 . براياثبات
 بدست می آوریم ، ما𝑑𝑑𝑘𝑘 با تعریف

 
 

  دوباره، ما داریم 𝑑𝑑𝑘𝑘) را نشان می دهیم. با استفاده از تعریف 3,12) برقرار می شود. اکنون ما (3,11بنابراین (
 

 
  که در آن آخرین نابرابري بشرح زیر است

 
 .اثبات، کامل است

 
 تجزیه و تحلیل همگرایی .4
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مان ارائه می کنیم. به منظور  PRP ل همگرایی جامع را براي الگوریتم اصلاح شدهدر این بخش، ما یک تجزیه و تحلی
 .، فرض زیر از سراسر این بخش ساخته شده است1رسیدن به همگرایی کلی الگوریتم 

  وجود دارد به طوري که M الف) در اینجا یک ثابت مثبت( .A فرض

 

 
 

 .است f یوسیدا-تنظیم مورو F که در آن

 .یر محدود شده استاز ز F )ب(

 .شودبه صفر همگرا می 𝜀𝜀𝑘𝑘ج) دنباله (

𝑠𝑠𝑘𝑘. اگر تبصره دوم ⟶  ، دشوار است که بدست آوریم0
. 

 ، ما می بینیم کهگاهآن

 
بخوبی شناخته شده را بهمراه دارد:  PRP این نشان می دهد که روش ارائه شده، ویژگی روش گرادیان مزدوج

تنزل می چرخد، اگر یک گام کوچک به دور از راه حل ایجاد شود، که از رخ گرایش به سمت شدیدترین جهت 
 .کنددادن یک توالی از مراحل کوچک جلوگیري می

بعنوان به خوبی  1]، ما می توانیم نشان دهیم که الگوریتم 48در [ 1,1، مشابه گزاره A و فرض 3,1با استفاده از گزاره 
] است، ما اثباتش را در اینجا 48در [ 1,1که این اثبات، در اصل همان گزاره  تعریف شده در گزاره زیر است. همانطور

 .حذف کردیم

، ما براي هر 1برقرار است. سپس، براي تکرار هاي ایجاد شده توسط الگوریتم  A . فرض کنید که فرض4,1گزاره 
ه برآورده کنند 𝛼𝛼𝑘𝑘. علاوه بر این، در اینجا ، که در آن ها داریم k یک از
 .از بروز رسانی جستجو خط وجود دارد Armijo شرایط

𝑥𝑥𝑘𝑘برقرار است. اجازه دهید {( A . فرض کنید که فرض4,2گزاره  ,𝛼𝛼𝑘𝑘 1)} دنباله ایجاد شده توسط الگوریتم 
𝜀𝜀𝑘𝑘باشد. فرض کنید که  = 𝑜𝑜(𝛼𝛼𝑘𝑘2 ∥ 𝑑𝑑𝑘𝑘 a 𝑚𝑚0 برقرار است. آنگاه در اینجا یک ثابت 2∥ > دارد  وجود 0

  بطوري که
𝛼𝛼𝑘𝑘 ≥ m0 

 
) را برآورده کند. ما بوسیله روش تناقض پیش می رویم و فرض می کنیم 3,9جستجو خط ( 𝛼𝛼𝑘𝑘اجازه دهید  اثبات.
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∞→lim inf𝑘𝑘 که 𝛼𝛼𝑘𝑘 = 0. 
𝛼𝛼𝑘𝑘با عبور بسمت یک توالی در صورت لزوم، ممکن است فرض کنیم که  →  . آنگاه، بوسیله جستجو خط،0

𝛼𝛼′𝑘𝑘 = 𝛼𝛼𝑘𝑘
2

  کندبرآورده می 
 

 
 

  ما بدست می آوریم 4,1در گزاره  با استفاده از 
 

 
 ) و فرمول تیلور، ما داریم2,7)، (4,3بوسیله (

  

 
 کند که) پیروي می4,4کند. از () پیروي می4,1، وآخرین نابرابري از (که در آن 

 

 

 
𝜀𝜀𝑘𝑘+1) و 3,11)، (2,9ند، نابرابري دوم از (کپیروي می که در آن، این تساوي از  ≤ 𝜀𝜀𝑘𝑘  پیروي

  .کند) پیروي می3,12کند، و آخرین نابرابري از (می
 

 
  .این غیر ممکن است و بنابراین این نتیجه دنبال می شود

 .آماده هستیم 1ما اکنون جهت نشان دادن همگرایی کلی الگوریتم 
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∞→lim𝑘𝑘برقرار است. آنگاه،  4,2د که شرایط در گزاره ). فرض کنیهمگرایی کلی( 4,1قضیه  ∥ g(xk) ∥= 0 
 .) است1,1، یک راه حل بهینه از (xk و نقطه تجمع

 . ما نخست ثابت می کنیم کهاثبات

 
 

) شکست بخورد. بدون از دست دادن 4,6براي دیدن این، ما بوسیله روش تناقض ادامه می دهیم و فرض می کنیم که (
𝜖𝜖0ا ثابت هاي کلیت، ما شاید فرض کنیم که در اینج > 𝑘𝑘0و  0 >  برآورده کننده 0

 
 

 .وجود دارد
 بدست می آوریم )، ما4,7) و (4,2)، (3,11)، (3,9با استفاده از (

 

 
 
 دنبال می شود که 𝐽𝐽𝑘𝑘+1از تعریف  
 

 
 

,𝐹𝐹𝛼𝛼(𝑥𝑥از زیر محدود شده است، ما می بینیم که  F از آنجا که 𝜀𝜀)  از زیر محدود شده است. این همراه با
𝐹𝐹𝛼𝛼(𝑥𝑥, 𝜀𝜀) ≤ 𝐽𝐽𝑘𝑘 براي تمام kن می دهد که ها نشا𝐽𝐽𝑘𝑘 ) ما داریم4,8نیز از زیر محدود شده است. توسط ،( 

 

 
 

𝐸𝐸𝑘𝑘+1ما داریم  𝐸𝐸𝑘𝑘+1با تعریف  ≤ 𝑘𝑘 +  . آن دنبال می شود که2
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 .شود) برقرار می4,6این باعث تناقض می شود و بنابراین، (

 )، ما نخست می بینیم که2,9ما اکنون ادعاي دوم را نشان می دهیم. با استفاده از (
 

 
  نشان می دهد که (III) با فرض این معادله

 

 
 برآورده کننده 𝑘𝑘{𝑥𝑥𝑘𝑘}باشد. آنگاه، در اینجا یک دنباله  {𝑥𝑥𝑘𝑘}یک نقطه تجمع  x* اجازه دهید

 
 

 
  .وجود دارد

g(𝑥𝑥𝑘𝑘)، ما بدست می آوریمF(x)بواسطه ویژگی هاي  = (𝑥𝑥𝑘𝑘 − p(xk))/λ ) 4,11) و (4,10. بنابراین بوسیله ،(
𝑥𝑥∗ = 𝑝𝑝(𝑥𝑥∗)برقرار است. بنابراین x*  .است 

 ]8،10،49 [نوع گرادیان مزدوج دروش هاي قبل از اینکه ما این بخش را پایان دهیم، ما اظهار می کنیم که برخی ر
یکی از ویژگی هاي کلیدي روش مان که آن را از  یه شدند.بتازگی اراغیر صاف ممکن بهینه سازي حل مسایل براي 

، این است که روش ما نه  تنها از اطلاعات گرادیان، بلکه از تمایز می کندم  ]8،49 [درروش هاي پیشنهادي دیگر 
 اطلاعات تابع نیز استفاده می کند.

 
 
 اصلاح شده یشترمزدوج ب یانروش گراد. 5

مزدوج  یانگرادمختلف  يروش ها و یدههمان ا یمتوان یما م ی،شده در بخش قبل ی) معرف3,8( یدبه روش جد مشابه

 .اندذکر شده  یر. آنها به شرح زگیریم بکار (P) حل مشکل يبرا دیگر رااصلاح شده 

 ): ]4[ به یدنامحدود صاف (نگاه کن يساز هینمسئله به یک يبرا (HS) استیفل-هستنز مزدوج یانگراد فرمول ) 1(
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 (P ) مسالهحل  يبرارا  یرزاصلاح شده   HS گرادیان مزدوج فرمول توان یمشابه در بخش قبل، م یدهابا استفاده از 

 :کردپیشنهاد 

 
 

 ):]50[ به ید(نگاه کن نامحدود صاف يساز هینمسئله به یک يبرا (LS) تورياس-لیو مزدوج یانگراد فرمول 

 

 

 )P( مسالهحل  يبرا اصلاح شده زیر راLS مزدوج یانفرمول گرادتوان  یمشابه در بخش قبل، م یدها ینبا استفاده از ا 

 پیشنهاد کرد: 

 
 را ببینید): ]1[) براي مساله بهینه سازي نامحدود صاف (DYیوان (-) فرمول گرادیان مزدوج داي3(

 

 

 

 مسالهحل  يبرا اصلاح شده زیر را DY مزدوج یانفرمول گرادتوان  یمشابه در بخش قبل، م یدها ینبا استفاده از ا

)P(  :پیشنهاد کرد 
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 ي. برادشوار نیستروش ها  ینا کلی ییو به دست آوردن همگرا یدجد يها یتمساخت الگور، 1 یتمالگور مشابه

 حذف کردیم. ینجاارا در  یاتجزئما  ی،سادگ

 يعدد یجنتا .6

 یاسمق نیزکوچک و  یاسمق مسایلهر دو  ي) برا1 یتم(الگور مان را PRP اصلاح شده یتمبخش، ما الگور ینا در

 .می کنیم امتحانبزرگ 

آن را با  و یمکن یکوچک امتحان م یاساز مسائل مق یخبر يمان را برا یتمما نخست الگور. ککوچ یاسمق مسایل

 6,1. جدول یافت] 52توان در [ یرا م 6,1جدول  یرصاف. همه مسائل غیمکن یم یسه] مقا51در [ یکروش بسته نزد

 .است ینهتابع به یرشامل ابعاد مساله و مقاد

اجرا شد، و همه  Matlab 7.6 با استفاده از نرم افزار یتماست. الگور يساز ینهمقدار تابع به 𝑓𝑓𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑥𝑥) ینجاا در

، SDRAM یگابایتگ 2حافظه یگاهرتز،گ E7500 2.93 دو یومپنت ینتلبا پردازنده ا یوترکامپ یک يها بر رو یشآزما

 .اجرا شدند XP یندوزعامل و یستمو س

 یطشرا یکهرا زمان یتمانتخاب شدند. ما الگور بعنوان  پارامترها

 یجانت ینارائه شده، ما همچن یتم. به منظور نشان دادن عملکرد الگوریمه شد، متوقف کردبرآورد 

 PBL يعدد یج. نتایمرا ذکر کرد )BTمفهوم منطقه اعتماد، (  ]26[و مقاله  )PBL یک،روش بسته نزد( ]51[مقاله 

 .یافت] 51توان در [ یم ار BT و
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 .است یرز یمعان يدارا 6,2جدول  ستون

 .تابع يها یابیتعداد ارز:   NF.مساله آزمون : ناممساله

:NI  .تعداد کل تکرارf(x): ییمقدار تابع در تکرار نها. 

: 𝑓𝑓𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑥𝑥) يساز ینهتابع به یابیارز. 
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 یشآزما يسه روش برا یاندر م یبصورت کل 1 یتمتوان مشاهده کرد که الگور ی، م6,2در جدول  يعدد یجنتا از

 .مقرون به صرفه است BT نسبت به روش PBL عملکرد را دارد و روش ینمساله ذکر شده بهتر

است،  دیبزرگ مف یاسمساله  مق یک يمزدوج به خصوص برا یانبزرگ. همانطور که روش نوع گراد یاسمق مسائل

. به طور خاص، یمبزرگ ارائه کرد یاسصاف مق یرمسائل محدب غ يرا برا يعدد يها یشاز آزما یبرخ یزما ن

 يروش ها برا یناز کارآمد تر یکی] ثابت کرده است که 27در [ یرهمانطور که روش موفق بسته حافظه محدود اخ

جدول  ي. مسائل بعدیمکرد یسهمان را با آن مقا یتمصاف محدب است، ما الگور یربزرگ غ یاسمساله مق یکحل 

 یرهايمحدب هستند. تعداد متغ یرتابع غ یگرانتابع محدب و د 3-1که در آن مسائل  یافت،] 27توان در [ یرا م 6,3

 .بودند 50000، و 10000، 5000، 1000مورد استفاده 

اجرا شدند. به  90در فرترن  یرز یشهايکوچک بودند. آزما یاسهستند که در مسائل مق ییپارامترها مشابه آنها مقادیر

. قانون توقف و پارامترها یمکرد یسه] مقا27مقاله [ (LMBM) ، ما آن را با روش1 یتممنظور نشان دادن عملکرد الگور

 .اندشده یم] تنظ27در [

 [27]LMBM. سطفرترن تو يبزرگ. کدها یاسصاف مق یرغ يساز ینهبه يبرا یدروش بسته حافظه محدود جد 

Haaralaو یتینن، م Mäkeläدر ،، دخالت داده شدند http://napsu.karmitsa.fi/lmbm/  در دسترس

 .هستند

 LMBMکه از روش  یینسبت به آنها 1 یتمتابع الگور يها یابیبزرگ، تعداد تکرار و تعداد ارز یاسمسائل مق ینا براي

 ینم ییروضوح تغب یابد، یم یشکه بعد افزا یتعداد، زمان ینا ین،مقرون به صرفه تر هستند. علاوه بر ا کنند،یاستفاده م

 کنند.
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. عملکرد نتایج عددي 3است به جز براي مساله  LMBM رائه شده، بهتر از مقدار تابعمقدار تابع نهایی الگوریتم ا
می تواند براي حل نه تنها مسائل بهینه سازي محدب صاف، بلکه همچنین براي مسائل  1نشان می دهد که الگوریتم 

دهند که  ي مقدماتی نشان میبهینه سازي غیر صاف غیر محدب نیز استفاده شود. با بهره گیري از همه چیز، نتایج عدد
 .را ببینید) 6,4روش ارائه شده، کارآمد است (جدول 

 
 نتیجه گیري. 7

یکی از موثر ترین روش هاي گرادیان مزدوج  PRP سادگی دارد و حافظه بسیار کمی لازم است و روش CG روش
] و یک معادله قاطع جدید 48، یک تکنیک جستجو خط غیر یکنواخت [Yosida-می باشد. با استفاده از تنظیم مورو

اصلاح شده را براي حل مسائل  PRP ] به دست آمده توسط نویسندگان پیشین، ما یک الگوریتم گرادیان مزدوج43[
کند، بهینه سازي محدب غیر صاف ارائه کردیم. روش ما، ویژگی تنزل به اندازه کافی به طور خودکار را برآورده می

یک منطقه اعتماد است. یکی دیگر از ویژگی هاي جالب روش مان، این است که  و جهت جستجو مربوطه متعلق به
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آن نه تنها اطلاعات گرادیان بلکه اطلاعات تابع را نیز شامل می شود. نتایج عددي نشان می دهد که این روش، موثر 
ه تر به صرف است و نسبت به روش هاي موجود براي هر دو مسائل مقیاس کوچک و مقیاس بزرگ غیر صاف مقرون

.است

شود اگر ما آن را براي حل بعضی از مسائل بهینه سازي که جالب خواهد بود که ببینید چگونه الگوریتم مان اجرا می
در منطقه پردازش تصویر ناشی می شوند، بکار ببریم. این نیز جالب خواهد بود که عملکرد روش مان را با روش ارائه 

اینها موضوعات پژوهشی آینده ما خواهد بود و در یک مقاله در شرف بررسی قرار  ] مقایسه کنیم.8،10،49شده در [
.خواهد گرفت

 سپاسگزاري
نویسندگان از داوران و سردبیر براي نظرات سازنده و پیشنهادات مفیدشان که در آماده سازي نهایی مقاله بکار برده 

 .شده اند، سپاسگزار می کنند
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 هاى زبانتخصصى آزمون و فروشگاه سایتبو
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 هارشته ۀهمدکترى  و شناسی ارشدکار
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   Fast Grammar کتاب

 (صفحه 224در ها )در آزمونزنی آموزش نحوۀ تستهای زبان و و گرامر آزمون مهارت لانگمن  ۶۰توضیح کامل 

 تشریحى با پاسخ کاملاً MSRT ،EPT ،MHLEهاى هاى سراسرى و آزمونمراه سؤالات آزمونهبه
 

  ReadingFast کتاب

 (صفحه 128در ها )در آزمونزنی تست ایهتکنیکآموزش های زبان و آزمونهاى درك مطلب توضیح نکات و مهارت

 تشریحىبا پاسخ  MSRT ،EPT ،MHLEهاى و آزمون هارشته ۀهم ارشد و دکترى یکارشناسکنکور مراه سؤالات هبه

 :های فوق درخرید اینترنتی کتاب
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 FastZaban@  تلگرام در وندىزنگیه مهردادد استا آموزش الکان  
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